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Prefacio

Este texto é parte de um projeto maior, em preparacdo, que ambiciona cobrir o contetdo
de duas disciplinas que o autor leciona na graduacido da UFPR. Nao seria justo fazer meus
alunos esperarem demais pelas partes que ja estdo razoavelmente prontas. O leitor, ou a
leitora, deve entretanto cuidar para o fato de que se trata de um excerto de um projeto
maior, e que consequentemente pode haver falhas. Note, leitor ou leitora, que se trata
de uma introducdo, e que ndo ha nenhuma ambicdo de completude da parte do autor;
mesmo assim...Divirta-se!
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Uma breve introducao a analise
dimensional

Em cursos de engenharia, matematica e fisica (entre outros), é frequente encontrar afir-
macdes do tipo: “a dimensio de trabalho é ML?T™2”, mas a defini¢cdo do que sejam “di-
mensdes” é raramente, ou nunca, encontrada. O nome que se d4 ao estudo das dimen-
soes fisicas das variaveis de um problema, e dos parametros que o governam, é analise
dimensional. A analise dimensional tem um impacto profundo em todos os problemas
de engenharia. Este capitulo apresenta uma breve introdugao informal ao assunto. As
idéias aqui apresentadas sdo uma adaptagio da introducéo a analise dimensional de (Ba-
renblatt, 1996).

1.1 - Primeiros exemplos

Exemplo 1.1 O periodo de um péndulo mostrado na figura 1.1 é T. O comprimento da corda é
L. A massa do péndulo é m. A aceleragio da gravidade é g.

As dimensdes fundamentais deste problema sdo M (massa), L (comprimento), e T (tempo),
porque todas as variaveis do problema possuem dimensdes que podem ser expressas como pro-
dutos de poténcias dessas trés. Conforme veremos a seguir, esse fato na verdade é um teorema,
mas por ora é razoavel aceita-lo, como o fazem a maioria dos livros de fisica ou de engenharia. A
Unica variavel da lista acima que envolve M é m. O fato de que m é a Unica variavel com dimen-
sdo M nos faz desconfiar de que m nédo pode fazer parte da “lista” de variaveis que intervém no
calculo de T. Por qué? Porque, conforme também veremos, todas as equagdes da Fisica devem
envolver apenas grupos de variaveis adimensionais. Por enquanto, acredite, e continue.

Com 7T, L e g, temos:

[T1 =T,
[L] =L,
[gl = LT 2.

Na lista acima, o simbolo [-] significa “dimenséao de”. Confirme a afirmacéo feita acima: todas as
3 variaveis tém dimensdes expressas como produtos de poténcias de L e T.
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Figura 1.1: Analise dimensional do periodo de um péndulo.

Com a ultima “equa¢io dimensional” acima, podemos construir uma variavel adimensional
facilmente:

g=c’LT™?
T? = c2£
)
L
T =c4|—
g

A variavel adimensional acima é c. Se n6s a chamarmos de I1;,

H1=

pysii

Uma solugéo analitica (aproximada) do problema do péndulo pode ser obtida, e nos leva ao valor
numeérico

Hl = 277.',

onde 7 = 3,141592. ... A analise dimensional ndo permite a obtencdo do valor numérico de II;.
Ele poderia ser obtido, entretanto, experimentalmente, realizando-se diversas medidas de L e T;
cada uma delas produziria, por exemplo, um valor experimental para IT;. A média desses valores
seria uma boa estimativa do valor de ;.

Exemplo 1.2 Suponha um escoamento de um fluido com massa especifica p e viscosidade cine-
matica v em torno de um cilindro com didmetro D, com velocidade U. Suponha que a forca do
escoamento sobre o cilindro seja F. O que a analise dimensional pode nos dizer?
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As dimensoes fundamentais sdo, novamente, M, L, T. Mas nem sempre isso sera assim! As
dimensdes das diversas variaveis sdo

[pll = ML,
[v] =L*T7%,
[P =L,

U] =L17",
[F] = MLT 2.

Temos 5 variaveis, e 3 dimensdes fundamentais. Devemos ter 5 — 3 = 2 grupos adimensionais
(na verdade, esse é o teorema dos IT’s!). Vamos escolher 3 variaveis que estardo (potencialmente)
presentes nos 2 grupos. Por simplicidade, escolhemos D, U e p. Note que, entre elas, temos
presentes todas as dimensdes fundamentais. Faca

I, = FDU%p°,
b
[0 = [MLT2] [ [ur!] 7 (ML),
1= M1+CL1+a+b—3cT—2—b
Nas equacgdes acima, note que nds impusemos, sem perda de generalidade, que o expoente
de F é 1: de fato, qualquer poténcia de II; sera novamente adimensional, e portanto essa escolha

no tira a generalidade do calculo de IT;. Note também que nds estabelecemos que uma variavel
adimensional tem dimenséo 1: [II; ] = 1. Temos um sistema de equa¢des em a, b, c:

0 0 1] |a -1
1 1 =3(|bl=]-1
0 -1 0] |c 2
A solucéo do sistema é a = -2, b = -2, ¢ = —1, donde
B F
"7 puD?

Procuramos, da mesma forma, o segundo parametro adimensional:
I, = vDeU?p¢,
b
[0 = [T e ] [m®]",
1= MCL2+a+b—3cT—1—b

dondea=-1,b=-1,c=0,¢e
v

- UD’

Noés acabamos de encontrar IT, = 1/Re, onde Re é o nimero de Reynolds em mecénica dos
fluidos. Na verdade, tanto faz IT, ou 1/I1, (porque qualquer poténcia de um niimero adimensional
é, novamente, um nimero adimensional), e nossa relacio em uma roupagem “classica” é

F UD
oo (7)-

IL,

A fungio f é desconhecida, e a Analise Dimensional ndo nos permitira obté-la, da mesma ma-
neira que nio foi possivel encontrar o valor numérico de II; no exemplo anterior. Ela precisa ser
encontrada experimentalmente. Mas em vez de irmos para o laboratério e variarmos aleatoria-
mente 5 variaveis (digamos, com 10 valores de cada, produzindo 10° = 100000 de experimentos),
noés agora podemos fazer um nimero bem menor de experimentos, e variar aleatoriamente ape-
nas 2 parametros, IT; e IT, (se cada um deles assumir 10 valores, teremos 10 = 100 experimentos:
a economia no esforco experimental é substancial).
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1.2 - Definicao formal de Dimensao

Um sistema de unidades é formado por um conjunto de padrdes para as suas gran-
dezas fundamentais, em termos das quais todas as demais grandezas do sistema podem
ser escritas. Dado o conjunto de grandezas fundamentais, isso define a classe do sistema.
Por exemplo, o sistema internacional de unidades (SI) é um sistema de classe MLT (se
circunscrito a grandezas mecanicas). As grandezas fundamentais do sistema sao massa,
comprimento e tempo. Os padrdes (unidades) sdo, respectivamente, o quilograma (kg),
o metro (m), e o segundo (s), donde o nome, também utilizado, MKS. Dois exemplos de
grandezas derivadas no SI sdo a velocidade (com unidades m s™!), e a forca (com unidades
kgms~?2). Outros sistemas de mesma classe sdo possiveis. Dois exemplos sdo o sistema
CGS (centimetro — grama — segundo), que é métrico, e o sistema MLT britanico (pé -
libra-massa — segundo).

O conjunto de grandezas fundamentais é razoavelmente arbitrario: é necessario ape-
nas que todas as demais grandezas sejam exprimiveis em funcdo das grandezas funda-
mentais escolhidas; cada escolha de grandezas fundamentais definira uma nova classe.
Por exemplo, em mecénica o sistema técnico métrico kilograma-for¢a — metro — segundo
tem como grandezas fundamentais a forca, o comprimento e o tempo, sendo um sistema
de classe FLT. Da mesma maneira, o sistema britanico libra-forca — pé — segundo também
€ um sistema de classe FLT.

Até agora, nds fomos cuidadosos em ndo utilizar a palavra dimensdo. Com a in-
troducdo acima, nés estamos em condicdes de dar uma defini¢do formal de dimenséo.
Considere portanto dois sistemas de unidades de mesma classe. Por exemplo, considere
dois sistemas MLT, tais como o CGS e o MKS.

Definicao — O fator numérico pelo qual uma grandeza muda quando passa de um sis-
tema de unidades para outro de mesma classe é a sua dimensao.

Por exemplo, considere uma passagem CGS — MKS. Os fatores numéricos para
massa, comprimento e tempo sdo: M = 0,001; L = 0,01;e T = 1.

Definicao — As dimensdes das unidades fundamentais que definem a classe do sistema
sdo as dimensoes fundamentais dessa classe.

No caso acima, as unidades fundamentais sdo massa, comprimento e tempo. As di-
mensodes fundamentais da classe sio M, L, e T.

Considere o seguinte principio: todos os sistemas de uma determinada classe sdo
equivalentes. Por exemplo, para a classe de sistemas MLT, as dimensdes de todas as
grandezas fisicas devem ser expressas apenas em func¢ao dessas dimensdes fundamentais:
se a ¢ uma grandeza qualquer do sistema de unidades, devemos ter

[all = ¢(M,L,T)

onde [[-] significa “dimenséo de”, e ¢ é a fun¢do dimensional da grandeza a. A consequén-
cia do principio de equivaléncia dos sistemas de unidade de uma determinada classe é
0
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Teorema 1.1 A func¢io dimensional ¢ é sempre uma funcio poténcia nas dimensdes

fundamentais:
¢ = M*LITY

Fica claro que nos estamos sempre nos referindo a relacoes entre sistemas: nao ha
um sistema absoluto de unidades. A énfase sera sempre nas transformacoes sofridas por
um dado objeto matematico quando ele é escrito, ou referenciado, em diferentes siste-
mas. Essa é a mesma idéia que vai motivar nossas operagdes com vetores e tensores em
espacos vetoriais.

Ainda falta uma coisa: uma grandeza fisica ¢ um termo genérico: forca, carga elétrica,
pressdo, velocidade, sdo grandezas. Nos problemas do mundo real, entretanto, existem
variaveis: “a forca do escoamento sobre um cilindro”, “a carga elétrica armazenada em
uma bateria”, “a velocidade média do rio em uma seg¢io transversal”, “a pressao do esco-
amento em um ponto do espago e um instante do tempo”, etc., sdo varidveis que entram
em problemas especificos. Portanto, necessitamos de:

Definicdo — Variaveis sdo instancias especificas de grandezas fisicas. A dimensao de
uma variavel é a mesma dimensao da sua grandeza fisica.

Em particular, variaveis podem ser adimensionais:

Definicao — Variaveis cujos valores numéricos ndo mudam quando passam de um sis-
tema de unidades para outro de mesma classe sdo denominadas variaveis adimensionais.

Exemplo 1.3 O grupo

T
Hl = —
L/g
é uma variavel adimensional. Se
gl = LT2,

na passagem de um sistema MLT com valores T’, L’, ¢’ para outro com valores T = T'T, L = L'L,
g = ¢’LT? teremos

T
M = —

L/g
T'T
L'L/(g'LT™?)
T'T
TVL'/(g9")
T’ ,
= =1I).

VvL'/g

Portanto, IT; = IT], e II; ¢ uma grandeza adimensional m
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1.3 - Analise dimensional e formas universais de funcoes de fenome-
nos fisicos

A solugao de um problema fisico consiste em obter uma variavel fisica a (note que a
agora denota uma variavel especifica, e ndo mais uma grandeza) em funcao de diversas
outras, digamos, ay,...,ak; b1,...,b,. Em geral nds procuramos a funcao f tal que (Eq.
(1.19) de Barenblatt (1996)):

a=f(ay,...,a;b1,...,0p).

As k variaveis ou ay, . . . ,ax possuem entre si as k dimensdes fundamentais da classe de
sistemas de unidades na qual o fendmeno em questéo é descrito. As variaveis restantes
possuem dimensdes dependentes, de tal forma que

[b6:1 = [a: 0" ... [akl™,

[bm] = Tar 1P ... Tax]™.

Teorema 1.2 Teorema dos IT’s:

f(al,...,ak;bl,...,bm):aﬁ)...azé Yo

Em suma:

O Teorema dos IT’s simplesmente afirma que as leis da Fisica ndo dependem
do particular sistema de unidades utilizado.

Suponha agora que vocé queira analisar algum tipo de for¢a F em um escoamento
de um fluido com densidade (massa especifica) p, viscosidade cinematica v, velocidade
U, comprimento D. Suponha também que o escoamento se dé, parcialmente ou nio,
sob a acdo da gravidade, de maneira que vocé precisa também incluir a aceleracao da
gravidade g na sua lista. Em uma classe de sistemas MLT, a matriz dimensional sera

D U p F v g
Mo 0 1 1 0 0
L1 1 -3 1 2 1
T|o0o -1 0 -2 -1 -2

Note que, essencialmente, nos simplesmente adicionamos g a lista de variaveis que
ja existia no Exemplo 2. Portanto, nés ja temos os parametros adimensionais II; e II;
daquele exemplo. Falta obter IIs, apenas:

H3 — gDanpc
g = [or 4 e [or ] )
1= MCL1+a+b—3cT—2—b
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Dondea=1,b=-2,c=0,¢
_gD

=7
Em mecanica dos fluidos o parametro adimensional usual é 1/+/I15, denominado nu-
mero de Froude:

I3

U
Fr=——.

\JgD

O que o teorema dos IT’s agora nos permite escrever é

F_ (ub u
pU2D2 v '\gD|

Se o problema em questao for complicado demais para ser resolvido analitica ou nu-
mericamente, uma forma muito comum de ataque é a construc¢ao de um modelo reduzido
fisico. No modelo, mede-se tudo, ou seja:

quDma Um,Dm, Vm,g-
Enquanto isso, no protoétipo nés devemos ter uma lista analoga,
Fps ppsUps Dps Vp, 9.

Agora, se nos desejarmos utilizar o mesmo fuido no modelo e no protétipo (exemplo:
modelos reduzidos hidraulicos, utilizando agua), devemos reescrever essas listas:

Fm,p’ U}?’me’V’g-

e
Fp,p,Up,Dp,v,g.
Nossa condicdo de similaridade para a construgdo do modelo agora é dbvia:
UmDm _ Upr
v v
v _ U
9D - gDp.

Do ponto de vista de um projetista, n6s conhecemos Uy, e D,. Queremos portanto calcular
quem devem ser U, e D,, no modelo que vamos construir, de tal forma que possamos
medir Fy, e, dessa forma, obter F,. Como ha duas equacdes acima, em principio deveria
ser possivel obter Uy, e Dy,. Tentemos:

DP

Um = UPD—m,
=2
D% D, D,
D;, = D,

Portanto: o tnico “modelo” possivel é do mesmo tamanho que o protétipo, o que é
uma impossibilidade pratica. Os engenheiros hidraulicos que trabalham com modelos
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reduzidos costumam se referir a este fato dizendo que é impossivel obter “similaridade
perfeita”. De fato, é¢ impossivel construir um modelo realmente reduzido (ou seja: em uma
escala menor) com o mesmo fluido (por exemplo agua) que o prototipo, e que atenda
ao mesmo tempo a igualdade dos pardmetros adimensionais “Numero de Reynolds” e
“Numero de Froude”.

Com isso, chegamos ao fim de nosso primeiro capitulo.
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