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Dados dois eventos A e B, a probabilidade de B condicionada a A é

P(ANB)

P(B|A) = TP (1)

Esta definicao motiva a préxima, que é a densidade de probabilidade de y condicio-
nada a ocorréncia de x: Fev(ey)
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Embora deva ser possivel deduzir rigorosamente (2) a partir de (1), ndo vou fazé-lo
(ainda). Em vez disto, vou procurar um caso particular muito interessante. Primei-
ramente, note que, por definicao, a densidade marginal de y é dada por
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Considere agora o caso em que y = g(z), ou seja: em que Y estd deterministicamente
determinado a partir da observacao de xz. A funcao densidade de probabilidade
condicionada é entao, simplesmente,

frie(y) = d(g(z) —y), (4)

ou seja: dado z, a probabilidade de que Y = g(z) é 1 (note as letras maiudscula e
minuscula). Note também que (4) é uma densidade de probabilidade legitima, ja
que sua integral em y é igual a 1. O primeiro resultado que vamos obter a partir
daqui é uma férmula para fy (y):
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Esta é uma equacao totalmente geral, que permite o calculo da densidade de pro-
babilidade de qualquer varidvel aleatéria definida por uma fungao, Y = ¢g(X), inde-
pendentemente de ela ser biunivoca ou ndao. A equagao (5) pode ser prontamente
generalizada para fungoes de vérias varidveis. Em particular, se Z = ¢g(X,Y’), tem-se

/ / 9(z,y) = 2) fxy(z,y) dydz. (6)

Considere agora o seguinte exemplo: y = 22, —1 < X < 41, com fx(x) = 1/2.
Esta funcao nao é biunivoca. A densidade de probablhdade de y é
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Para calcular a integral acima, ¢ preciso um pouco de cuidado. Primeiramente, note
que

y=1"=>x=%4y: (8)
existem duas raizes, e isto precisa ser levado em consideracao pelo ser humano que
estd resolvendo o problema: a férmula (5) em si nao vai dizer isto para voce! O

caminho mais rapido, aparentemente, é recorrer a seguinte propriedade da delta
(Butkov, 1988, Cap. 6, p. 231):

§(x* —a*) = (1/2a) [6(z + a) + 0(x — a)] (a > 0); (9)

entao,

)= [ 5 0 Vi) 40 Vi e = 1= o (0)

Este é um exemplo simples, porém muito rico. O valor esperado de Y, para o
qual nés vamos usar a notagao (Y), agora é facilmente obtido:

<Y>=/Olyfy(y)dy=/ y— y—/ fdy—l (11)

enquanto que, devido a simetria de fx(z), (X) = 0.

Mais interessante ainda é a seguinte questao: se X ¢ a variavel aleatéria com dis-
tribui¢dao uniforme entre —1/2 e +1/2, como acima, e Y = X?, qual é a covariancia
entre X e Y7 Por definicao, a covariancia entre duas variaveis aleatorias é

CorlXVy= [ [ (= (0= eyt (12



No nosso caso particular, isto da
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:5/z 2(2® — 3)dz = 0. (13)

Na peniltima linha acima, note a utilizacao simultanea de duas propriedades da
delta:

/m 5z — a)dz = 1, (14)
d(z) = 6(—x). (15)

O resultado (13) é admiravel: ele mostra que, mesmo que a dependéncia entre duas
variaveis aleatorias seja total; mesmo que Y seja totalmente dependente de X na
forma Y = ¢g(X), é possivel que Cov{X,Y} = 0. Moral da histéria: a covariancia é
uma medida de dependeéncia linear, e nao uma medida universal de dependéncia.
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